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桥梁应变与挠度动力放大系数的大小关系研究 

邓  露，段林利，邹启令 
(湖南大学土木工程学院，长沙 410082) 

摘  要：比较了简支梁桥和连续梁桥的应变和挠度动力放大系数的大小关系。首先对作用有移动常量力的简支梁

和连续梁进行理论推导，分别得到了应变和挠度动力放大系数并进行了比较。为考虑动力车辆荷载影响，采用移

动弹簧质量作为车辆模型建立了车桥耦合振动模型进行数值模拟。理论推导和数值模拟的结果均表明：应变动力

放大系数基本小于挠度动力放大系数；两者比值受很多因素影响，其中计算桥梁响应所用的桥梁模态阶数对比值

的影响较大。 
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COMPARISON OF DYNAMIC AMPLIFICATION FACTORS 
CALCULATED FROM BRIDGE STRAIN AND DEFLECTION  

DENG Lu , DUAN Lin-li , ZOU Qi-ling 

(College of Civil Engineering, Hunan University, Changsha 410082, China) 

Abstract:  A comparison of dynamic amplification factors calculated from bridge strain and deflection of a 

simply-supported beam and a continuous beam is conducted. Firstly, the strain and deflection dynamic 

amplification factors are theoretically derived and compared based on a simply-supported beam and a continuous 

beam under the action of a constant moving force. To consider the effect of dynamic vehicle loading, numerical 

simulations are performed using a developed vehicle-bridge coupled model while adopting a moving spring mass 

vehicle model. The results from both the theoretical analysis and numerical simulation show that the strain 

dynamic amplification factor is less than the deflection dynamic amplification factor and that their ratio is 

influenced by a number of factors, among which the number of vibration modes used in calculating the bridge 

responses has a significant influence. 
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桥梁设计规范中一般采用动力放大系数(DAF)

或者动力冲击系数(IM)来表征车辆对桥梁结构产生

的动力冲击效应。动力冲击系数通常被定义为：桥

梁在行驶车辆作用下某一特定位置产生的最大动

力响应对相应最大静力响应的增大比例，即： 

dyn sta

sta

IM
R R

R


            (1) 

式中：Rdyn 和 Rsta 分别为桥梁最大动响应和最大静

响应，可以为挠度、弯矩或正应变、反力等响应。

动力放大系数在实际中也经常被用到，被定义为

最大动响应与最大静响应之比，即： 

dyn

sta

DAF =IM 1
R

R
             (2) 

以往的研究和桥梁试验中，通常采用桥梁跨中

挠度和底部弯曲应变来计算桥梁的动力放大效应。

基于不同的桥梁响应类型计算得到的动力放大系
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数不同[1]。一些研究发现应变动力放大系数小于挠

度动力放大系数[2―6]。然而，也有研究表明应变动

力放大系数大于挠度动力放大系数[7―8]。一些研究

表明应变与挠度动力放大系数的大小关系与路面

粗糙度、动力放大系数的计算方法有关[9―10]。由于

影响桥梁上车辆冲击作用的因素较多，且相互影响

关系较为复杂，并且现场试验结果往往还具有一定

的随机性，使得一些文献得出的结论互不一致。总

而言之，根据应变计算的动力放大系数与根据挠度

计算的动力放大系数两者大小关系没有明确的结

论，并且在现行规范中也并没有明确指出计算和采

用动力放大系数所针对的桥梁响应类型。 

为此，本文主要对比基于桥梁挠度和弯曲应变

(文中以下均简称为“应变”)获得的动力放大系数

的大小关系。首先基于简支梁和连续梁进行理论推

导，得到桥梁响应的解析解，并比较应变与挠度动

力放大系数的大小关系。然后通过建立基于移动弹

簧质量车模型及梁桥模型的车桥耦合振动模型进

行数值模拟。结果发现：应变动力放大系数基本小

于挠度动力放大系数，两者差值主要受所考虑的桥

梁模态阶数的影响。 

1  理论推导 

对作用有移动常量力的简支梁和两等跨连续

梁分别进行求解，得到挠度和应变动力放大系数并

进行比较。将车辆荷载简化为单个常量力 P，以速

度 v 匀速经过计算跨径为 L 的简支梁和两等跨连续

梁，如图 1 所示。梁的单位长度质量为m ，截面惯

性矩为 I，材料弹性模量为 E，阻尼为 c。为简化分

析，暂不计阻尼。 

p=x vt

 
(a) 简支梁 

p=x vt

 
(b) 连续梁 

图 1  理论推导中作用有移动力的梁 

Fig.1  Beams under action of a moving force used in 

theoretical analysis 

对简支梁，当常量力 P 位于跨中位置时，可得

跨中截面静挠度(us)与静弯矩(Ms)的最大值，即： 
3

s,max s 2 48

L PL
u u

EI
   
 

         (3) 

s,max s 2 4

L PL
M M

   
 

         (4) 

对两等跨连续梁，当常量力 P 位于边跨跨中位

置时，可近似得到边跨跨中截面静挠度与静弯矩的

最大值，即： 
3

c,max c

1.497

2 100

L PL
u u

EI
   
 

        (5) 

c,max c 0.203
2

L
M M PL

   
 

       (6) 

根据结构动力学相关理论，梁在移动荷载 P 作

用下的运动方程为： 
2 4

2 4

( , ) ( , ) ( , )
( )

u x t u x t u x t
m c EI P x vt

tt x
  

   
 

 

(7) 
式中： ( , )u x t 为梁的挠度； ( )  为 Dirac 函数。 

根据振型分解法，简支梁与连续梁的挠度解可

写成如下一般形式： 

1

( , ) ( ) ( ) , 1,2,3,
N

n n
n

u x t x q t n


       (8) 

式中： ( )n x 为第 n 阶振型的振型函数； ( )nq t 为广

义振型坐标；N 为总模态阶数。 

1.1  简支梁求解 

简支梁的振型函数可假定为三角函数如下：  
π

( ) sin , 1,2,3,n

n x
x n

L
         (9) 

将式(8)、式(9)代入式(7)得到： 

2 2
( ) 2 (

π
) ( ) sinn n nnn n

P n
q t q t q t

L

v

L

t

m
      (10) 

式中： n 为第 n 阶振型阻尼比； n 为第 n 阶圆    

频率。 

2 2
4

π , 1,2,3,n

EI
n n

mL
        (11) 

给定零初始条件，求解式(10)可获得： 

2 2 2 2(

2 1
( )

( )1 ) 2
n

n n n n
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q t
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D
D
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式中：
π

n

v

L

n  ； n
n

n





 ； 2
D 1n n  。 

根据式(8)求出简支梁的动挠度，相应地，可得

到简支梁动弯矩为： 
2

s 2

( , )
( , )

u x t
M x t EI

x


  


 

2
2

1

π π
( )sin

N

n
n

n x
EI n q t

L L

 
 
 

      (13) 

简支梁用跨中截面来计算动力放大系数。根据

式(3)和式(8)可得到挠度 DAF 如下： 

ks k
1

sd 3

s,max

π
( )sin,

22
DAF

2 48

N

n
n

nL q tu t

L PLu
EI



 
 
  

 
 
 


    (14) 

式中，tk 为挠度达到最大值的时刻。 

根据式(4)、式(13)，可得到应变 DAF 如下：  
2

2
ms m

1
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π π
( )sin,

22
DAF

42
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n
n

nL EI n q tM t
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(15) 

式中，tm为弯曲应变达到最大值的时刻。 

定义应变动力放大系数与挠度动力放大系数

的比值为 d ，则： 

2
m2

s 1
d

sd
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1

π
( )sin
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DAF 12 π
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   (16) 

1.2  两等跨连续梁求解 

两跨连续梁的模态振型分为对称和反对称两

部分。当 1,3,5,n  ，两等跨连续梁的模态振型是

反对称的，如下式所示： 
( 1)π
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                        (17) 
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式中，
( 1)π

2n L

n v 
 。 

当 2,4,6,n  ，两等跨连续梁的模态振型是对

称的，如下式所示： 

当 0 x L≤ ≤ 时： 
sin

( ) sin sinh
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n n n
n

n

k x k k x
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L k L
              (20) 
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          (21) 

当 2L x L≤ ≤ 时： 
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式中： 2

0
( ) d

L
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n
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此时， 
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(24) 

2  数值模拟 

将车辆荷载简化为一个移动弹簧质量车模型

进行数值模拟，如图 2 所示。k、c 分别为移动弹簧

质量模型的刚度、阻尼。 

v=x vt

 
(a) 简支梁 
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v=x vt

 
(b) 连续梁 

图 2  数值模拟中作用有移动弹簧质量的梁 

Fig.2  Beams under action of a moving spring mass used in 

numerical simulation 

值得注意的是，本文可以采用更复杂的车桥模

型来进行研究。但是，用现采用的模型来研究应变

与挠度动力放大系数的大小关系可以达到该文目

的。根据文献[11]，若考虑高阶模态，该车桥振动

模型没有解析解，因此采用数值模拟求解。 

2.1  桥梁动力方程 
车辆荷载作用下的桥梁动力学方程可表示为： 

b b b b b b b  M d C d K d F        (25) 

式中： bM 、 bC 、 bK 分别为梁的质量矩阵、阻尼

矩阵、刚度矩阵； bd 、 bd 、 bd 分别为梁的位移矢

量、速度矢量、加速度矢量； bF 为作用在梁上的车

轮-路面作用力矢量。 

2.2  车辆动力方程 

车辆的动力学方程可表示为： 

v v v v v v G v   M d C d K d F F      (26) 

式中：Mv、Cv、Kv分别为车的质量矩阵、阻尼矩阵、

刚度矩阵； vd 、 vd 、 vd 分别为车的位移矢量、速

度矢量、加速度矢量；FG为车的重力矢量；Fv为作

用在车上的车轮-路面作用力矢量。 

2.3  车桥耦合振动方程 

车辆行驶时，可通过车轮与桥面接触点处的位

移和接触力之间的关系，建立以下车桥耦合系统的

动力学方程： 

b b b-b b-vb b

v v-b vv v

M C C Cd d

M C Cd d

                
         

 
    

b b-b b-v b b

v-b v v v G

K K K d F

K K d F F

     
          

(27) 

式中， b-bC 、 b-vC 、 v-bC 、 b-bK 、 b-vK 、 v-bK 分别

为由车-桥相互作用力引起的随时间变化的量。 

运用模态叠加技术，式(27)可简化为： 

b

v v

   

        

I

M d

       
    



   

T T
bb b-b b b b-v

v-b b v v

2    

                         
i i I C C

C C d

    


       
    


  

2 T T T
bb b-b b b b-v b b

vv-b b v v G

     

                     
i I K K F

dK K F F

    


          
     

(28) 

式(28)只包含车的参数和桥的模态信息，因此

大大简化了方程的求解。本文采用模态综合法，基

于 ANSYS 建立各梁的有限元模型，通过在 ANSYS

中做模态计算，然后提取模态振型矩阵用于

MATLAB 中计算桥梁动力响应。微分方程求解使

用四阶龙格库塔方法。通过获得桥梁位移响应 bd ，

可以得到应变响应： 

b Bd                (29) 

其中，B 是几何矩阵。更多有关车桥耦合求解过程

可参照文献[12]。 

3  结果分析与比较 

根据简支梁理论推导中的式(8)、式(13)，可以

发现：若只考虑第一阶模态，挠度和弯矩在同一时

刻达到其最大值。根据式(16)，可以得到动力放大

系数比值 d 是一个定值 0.822，表明若只考虑第一

阶模态，应变动力放大系数小于挠度动力放大系

数。同样地，根据式(24)，若只考虑第一阶模态，

两等跨连续梁的动力放大系数比值 d 是一个定值

0.728。若考虑高阶模态，应变和挠度动力放大系数

与所考虑的模态阶数有关。 

分别用 4 个不同跨径的简支梁和连续梁来研究

模态阶数对应变和挠度动力放大系数的影响以及

应变与挠度动力放大系数比值大小关系。四根简支

梁 S-L1、S-L2、S-L3、S-L4 和连续梁 C-L1、C-L2、

C-L3、C-L4 的跨径分别为 20 m、30 m、40 m、50 m。

每根梁的横截面大小相同，弹性刚度 EI=1.275× 

105 MN•m，参考文献[13]。理论推导中，移动常量

力大小为 50 kN、100 kN、200 kN、400 kN，速度

为 30 km/h~120 km/h。数值模拟与理论推导中使用

的梁模型有相同的特性，移动弹簧质量车模型的质

量则为常量力除以重力加速度的数值。弹簧刚度取

为 1×106 N/m、5×106 N/m、1×107 N/m、5×107 N/m、

1×108 N/m、5×108 N/m，用 k1~k6 来表示。已有研究

表明车辆模型阻尼对冲击系数影响较小[14―15]，因

此，本文没有讨论车辆模型阻尼的影响。 

图 3 和图 4 给出了 4 个简支梁和连续梁在理论

推导和数值模拟情况下，考虑不同的模态阶数计算

得到的应变和挠度动力放大系数。此时，移动常量

力取 200 kN ，车速取 75 km/h ，弹簧刚度取   

1×108 N•m。 
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(a) S-L1 

 

(b) S-L2 

 

(c) S-L3 

 

(d) S-L4 

图 3  理论与数值模拟计算得到的四根简支梁的 DAF 

Fig.3  DAF of four simply-supported beams calculated by 

theoretical analysis and numerical simulation 
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(c) C-L3 
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(d) C-L4 

图 4  理论与数值模拟计算得到的四根连续梁的 DAF 

Fig.4  DAF of four continuous beams calculated by theoretical 

analysis and numerical simulation 

 



 工    程    力    学 131 

从图 3、图 4 可以看出：1) 理论和数值模拟结

果表明应变动力放大系数小于挠度动力放大系数；

2) 对于简支梁，当所取桥梁模态阶数接近 5 阶时，

挠度动力放大系数开始达到稳定值，当所取模态阶

数接近 20 阶时，应变动力放大系数开始达到稳定；

对于连续梁，当所取模态阶数接近 10 阶时，挠度

动力放大系数开始达到稳定值，当所取模态阶数接

近 40 阶时，应变动力放大系数开始达到稳定值。

同时可以发现，相对于挠度动力放大系数，应变动

力放大系数对桥梁高阶振动模态更为敏感，原因在

于：跨中梁底应变受高阶局部振动模态的影响较

大，而挠度则基本只受前几阶模态的影响。这也解

释了应变动力放大系数达到稳定所需要的模态阶

数多于挠度动力放大系数这个现象。从图 3 和图 4

还可以看出，有些工况下动力放大系数小于 1，文

献[16]中也有类似的情况报道。 

图 5、图 6 给出了移动常量力为 200 kN 或弹簧

质量为 2.039×104 kg(对应 200 kN)时，梁 S-L2、C-L2

通过理论推导和数值模拟，在不同速度和不同桥梁

模态阶数下的动力放大系数比值 d 。 

动
力
放
大
系
数
比
值

d

 

(a) v=30 km/h 

 

(b) 45 km/h 
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(d) 75 km/h 

 
(e) 90 km/h 
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(f) 105 km/h 
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动
力
放
大
系
数
比
值

d

 

(g) 120 km/h 

图 5  简支梁 S-L2 理论与数值模拟计算得到的 
不同速度下的 d 值 

Fig.5  d  of S-L2 for simply-supported beams at different 

speeds calculated by theoretical analysis and numerical 

simulation 
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图 6  连续梁 C-L2 理论与数值模拟计算得到的 
不同速度下的 d 值 

Fig.6  d  of C-L2 for continuous beams at different moving 

speeds calculated by theoretical analysis and numerical 

simulation 
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从图 5 和图 6 可以看出：1) 对于简支梁，动力

放大系数的比值基本处于 0.820~0.980；对于连续

梁，动力放大系数的比值在 0.726~0.971；2) 模态

阶数对动力放大系数比值的影响显著。大多数情况

下，对于简支梁，计算所考虑的模态阶数低于 10

阶时，比值随模态阶数增加而增大；在接近 20 阶

后，比值随模态阶数增加而趋于稳定。对于连续梁，

当计算所考虑的模态阶数低于 20 阶时，比值随模

态阶数增加而增大；而接近 40 阶后，比值随模态

阶数增加而趋于稳定；3) 移动弹簧质量车模型的刚

度对动力放大系数比值的影响没有明显的规律。 

从图 5 和图 6 还可以看出，移动荷载的速度对

动力放大系数比值的影响没有明显的规律，可能是

因为动力放大系数不随移动荷载的速度变化而发

生规律性变化。在以往研究中也有类似的发现，并

认为车辆速度对桥梁动态响应的影响受基频、模态

振型等其他因素的干扰[17―19]，所以车辆速度对动力

放大系数的影响很难预测。根据文献[2]，引入速度

参数： 

B2

v
s

f L
               (30) 

式中：v 为移动力或移动弹簧质量车模型的速度；

fB为梁的基频；L 为跨径。 

当 移 动 常 量 力 取 50 kN ， 弹 簧 刚 度 取   

1×106 N•m，应变与挠度动力放大系数及比值随速

度参数变化情况如图 7 所示。从图 7 可以看出，应

变和挠度动力放大系数整体上随车速增大而增大；

同时，由于车速和跨径的综合影响，会出现一些局

部极值[2]。图中结果还显示，在所有工况下，应变

动力放大系数均小于挠度动力放大系数；并且，应

变动力放大系数比挠度动力放大系数变化更为剧

烈。因此，动力放大系数比值的变化趋势主要受应

变动力放大系数的变化趋势影响。 
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(a) 简支梁 

 
(b) 连续梁 

图 7  不同速度参数下的应变与挠度 DAFs 和比值 

Fig.7  Strain and deflection DAFs and DAF ratios for various 

speed parameters  

为研究移动力大小和桥梁跨径对动力放大系

数比值 d 的影响，图 8 给出了简支梁(30 阶模态)

和连续梁(60 阶模态)在不同车辆速度和弹簧刚度下

的 d 的平均值。值得注意的是，理论推导中，移

动力大小的变化不影响比值，这可以从式(16)和  

式(24)中看出。数值模拟中也有发现同样的现象。

此外，从图中也可以看出，动力放大系数的比值随

跨径增大而减小。原因可以用图 9 中的结果来解释。 

动
力
放
大
系
数
比
值

d

 

(a) 简支梁 

 
(b) 连续梁 

图 8  平均 DAF 比值随速度参数的变化 

Fig.8  Variation of average DAF ratio with different 

parameters 



134 工    程    力    学  

动
力
放
大
系
数

D
A

F
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图 9  平均 DAF 随速度参数的变化 

Fig.9  Variation of average DAF with different parameters 

图 9 显示，应变和挠度动力放大系数随跨径增大而

增大[1,10]，并且应变动力放大系数增大的速度小于

挠度动力放大系数增大的速度，因此导致了动力放

大系数的比值随跨径的增大而减小。 

表 1、表 2 列出了不同速度和弹簧刚度下动力

放大系数比值d 的平均值以及范围(简支梁取 30

阶，连续梁取 60 阶)。 

表 1  简支梁的d的平均值与范围 

Table 1  Average values and ranges of d for 

simply-supported beams 

P/kN 
S-L1 S-L2 

理论 模拟 理论 模拟 

50 

平均值 0.963 0.959 0.952 0.952 

最大值 0.981 0.979 0.980 0.982 

最小值 0.938 0.910 0.930 0.908 

100 

平均值 0.963 0.960 0.952 0.953 

最大值 0.981 0.979 0.980 0.981 

最小值 0.938 0.910 0.930 0.910 

200 

平均值 0.963 0.960 0.952 0.953 

最大值 0.981 0.979 0.980 0.984 

最小值 0.938 0.925 0.930 0.897 

400 

平均值 0.300 0.960 0.952 0.953 

最大值 0.981 0.980 0.980 0.983 

最小值 0.938 0.930 0.930 0.898 

(续表)

P/kN 
S-L3 S-L4 

理论 模拟 理论 模拟 

50 

平均值 0.941 0.942 0.932 0.933 

最大值 0.981 0.982 0.962 0.974 

最小值 0.869 0.865 0.905 0.905 

100 

平均值 0.941 0.946 0.932 0.932 

最大值 0.981 0.981 0.962 0.967 

最小值 0.869 0.866 0.905 0.896 

200 

平均值 0.941 0.946 0.932 0.936 

最大值 0.981 0.981 0.962 0.980 

最小值 0.869 0.867 0.905 0.895 

400 

平均值 0.941 0.942 0.932 0.939 

最大值 0.981 0.982 0.962 0.983 

最小值 0.869 0.867 0.905 0.879 

表 2  两跨连续梁的d的平均值与范围 

Table 2  Average values and ranges of d for two-span 

continuous beams 

P/kN 
C-L1 C-L2 

理论 模拟 理论 模拟 

50 

平均值 0.960 0.956 0.955 0.952 

最大值 0.977 0.970 0.977 0.976 

最小值 0.945 0.925 0.916 0.913 

100 

平均值 0.960 0.957 0.955 0.953 

最大值 0.977 0.970 0.977 0.976 

最小值 0.945 0.923 0.916 0.911 

200 

平均值 0.960 0.956 0.955 0.953 

最大值 0.977 0.971 0.977 0.976 

最小值 0.945 0.904 0.916 0.909 

400 

平均值 0.960 0.956 0.955 0.955 

最大值 0.977 0.970 0.977 0.983 

最小值 0.945 0.929 0.916 0.910 

P/kN 
C-L3 C-L4 

理论 模拟 理论 模拟 

50 

平均值 0.944 0.939 0.932 0.930 

最大值 0.978 0.975 0.974 0.972 

最小值 0.859 0.848 0.873 0.875 

100 

平均值 0.944 0.941 0.932 0.930 

最大值 0.978 0.976 0.974 0.972 

最小值 0.859 0.847 0.873 0.871 

200 

平均值 0.944 0.943 0.932 0.933 

最大值 0.978 0.976 0.974 0.972 

最小值 0.859 0.845 0.873 0.870 

400 

平均值 0.944 0.943 0.932 0.935 

最大值 0.978 0.975 0.974 0.972 

最小值 0.859 0.850 0.873 0.873 

从表 1 和表 2 可以看出：各个工况下，理论推

导和数值模拟的结果基本一致，比值范围为

0.930~0.963，表明应变动力放大系数基本小于挠度

动力放大系数。在某些工况下，动力放大系数比值

可以小到为 0.845。 
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4  结论 

桥梁规范没有明确规定计算动力放大系数的

桥梁响应类型。为了区分不同桥梁响应计算得到的

动力放大系数，本文通过理论分析和数值模拟研究

了简支梁和连续梁应变与挠度动力放大系数之间

的大小关系。结论如下： 

(1) 应变动力放大系数小于挠度动力放大系

数，两者比值基本位于 0.845~0.983，比值的平均值

位于 0.930~0.963；若只考虑第一阶模态振型，简支

梁和连续梁的应变与挠度动力放大系数比值分别

为定值 0.822 和 0.728。这个结论可为基于不同桥梁

响应的动力放大系数的互换提供参考； 

(2) 应变动力放大系数与挠度动力放大系数的

比值受计算中所采用的桥梁模态阶数的影响较大。

一般而言，对简支梁而言，需要取 20 阶桥梁模态

才能获得较稳定的动力放大系数，而连续梁则需要

更多阶数模态。 
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